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PREFACE. ~
s

Le développement récent des méthodes de prospection élec-
trique du sous-sol a ramené sur le plan de I’actualité un dis-
positif émetteur de champ électromagnétique, déja utilisé pen-
dant la premiére guerre mondiale pour I'établissement des
communications de la télégraphie par le sol (T.P.S.).

Ce dispositif, qui-sera désigné briévement dans la suite de
ce_ travail sous le nom d’« émetteur T.P.S.», est constitué par
un cable rectiligne de longueur réduite (100—200 m) étendu
a la surface du sol et relié 4 deux prises de terre (électrodes).
Dans ce cdble, un générateur envoie un courant alternatif 4
fréquence musicale. Le passage du courant dans le sol — entre
les deux électrodes — détermine dans l’espace avoisinant un
champ électromagnétique alternatif dont Pexploration au moyen
d’un appareillage approprié¢ (cadres goniométriques, sondes
métalliques) peut fournir des indications des plus utiles sur les
hétérogénéités du sous-sol. . e :

Pour les points situés & une distance suffisamment grande
des prises-de terre, les dimensions rédujtes du dispositif d’émis-
sion' permettent ‘d’assimiler celui-ci 4 un simple dipdle alter-
natif horizontal. Cette approximation.est d’ailleurs d’autant
meilleure que la distance considérée est plus grande par rapport
4 la longueur du cable qui relie les électrades.

Dans les cas oi1.cette longueur du cible de jonction ne peut
plus &tre négligée (méthode Sundberg et autres), le champ que
I’émetteur détermine dans l’espace. peut étre considéré comme
résultant de la superposition vectorielle des champs: élémen-

t 1+
.
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taires produits par une suite de dipbles reliés en série entre les
deux prises de terre. Cefte observation, due a R. M. FosTER [1]
et V. Fock [2], assigne une importance prirn,ordialé a I'étude
du dipéle alternatif horizontal pour la théorie de toutes les
méthodes électromagnétiques a émetteurs filiformes pourvus
de prises de terre. Dans le cas particulier ol1 les deux électrodes
terminales se trouvent en contact, I’émetteur devient fermé et
simplement inductif. Les méthodes de prospection dites « par
induction » se raménent donc également, en principe, 2 celle
ol I’émetteur est un simple dipdle horizontal.

La connaissance du champ normal d’un tel dipole (sous-sol
homogéne et isotrope, surface du sol plane) apparait dés. lors
comme un point de départ pour toute la:théorie physico-ma-
thématique des méthodes de prospection électromagnétique.
Antérieurement 4 toute tentative d’interprétation quantitative
des anomalies enregistrées sur le terrain, une étude approfondie
de cette distribution normale parait absolument nécessaire, Cette
étude constitue le principal objet du présent travail.

A cause de sa liaison étroite avec la théorie de SOMMERFELD
et HOERSCHELMANN sur la radiation de ’antenne T.S.F. hori-
zontale, nous prééenterons aussi certains résultats analytiques
concernant le champ é.-m. de ce type particulier de radioémetteur.

Si, ainsi que nous avons essayé de le montrer plus haut, le.
calcul analytique du champ du dipdle. horizontal parait essen-
tiel pour.fonder théoriquement les méthodes de prospection
électromagnétique, le calcul numérique de ce méme champ
peut apporter, par ailleurs, la réponse 2 une série de problémes-
du -plus grand intérét pour leurs apphcanons pratiques. Voici

uelques-uns de-ces problémes: 3

“a) On connait bien, en Electromagnétisme, I’existence d’un
«effet de peau» (skin-effect), constitué par la concentration des
courants alternatifs au voisinage de la surface des conducteurs
qu’ils traversent. Puisque le sous-sol est un milieu conducteur,
on peut se demander dans quelle mesure la fréquence utilisée
par les methodes de prospection é.-m. limite la pénétration’
des courants & lintérieur de la terre.
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Une longue controverse 2 ce sujet, entre les géophysiciens

spécialistes des méthodes électriques, trouvera dans ce qui suit
" la solation numérique exacte, conforme aux équations géné-
rales de I’Electricité, pour le cas de I’émetteur.T.P.S. -

b) Parmi les six composantes electromagnétiques mesura-
bles par 'voie expérimentale, il en existe quelques-unes (ainsi
que cela paraitra clairement dans les graphiques annexés au '
texte) qui, méme dans le cas normal d’un sol homogene, ont
. des, variations rapides de phase ou d’amplitude sur un inter-
valle d’espace restreint. On-peut affirmer 4 priori que la mesure
de ces composantes qui présentent «spontanément» de telles
variations rapides (par ex. Hy) est moins recommandable au
prospecteur €lectricien que celle des composantes & variation
réguliére (par ex. Hy).

_ En effet, dans le but d’interpréter ses résultats de terrain,

’expérimentateur sera conduit 3 extrapoler a I'intérieur du sol
les anomalies trouvée§ en surface, et cette extrapolation sera
d’autant plus’ problématique que la marche normale de la
composante mesurée sera moins uniforme. Le calcul numérique
complet du champ normal permet donc d’opérer des le début
une sélection utile entre les différentes quantités susceptibles
d’étre mesurées. - : ,

¢) Les méthodes physic-o—mathématiqﬁ‘es que ’on peut pro-
poser pour linterprétation des anomalies enregistrées sur le
terrain devront, dans le cas du sol homogéne, permettre de
retrouver cette homogénéité si elles sont appliquées aux valeurs
théoriques du champ 4 la' surface du sol. L’exemple du sol
homogéne —un des rares que peut traiter .complétement la
Pbysique-Mathématique — peut donc servir 4 ’examen de la
validité des méthodes d’interprétation quantitative.

Au point de vue historique, la théorie du champ normal du
dipﬁie horizontal n’est nullement nouvelle, du moins sous son
aspect analytique général. Elle est due a H. voN HOERSCHEL-
MANN qui; dans sa Thése [3], en suivant la méthode employée
par A. SOMMERFELD [4] pour le champ du dipdle vertical, a
reussi 4 exprimer sous forme d’intégrales définies les compo-
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santes du potential vecteur hertzien du dipdle honzontal La
théorie compléte des différents types d’antennes d’émission
¢lectriques ou magnétiques, verticales ou horizontales, a été
d’ailleurs exposée sous une forme synthétique par A. SOMMER-,
FELD dans un article paru dans Annalen der Physik [5] ainsi
que dans le tome II du traité [6].

La méthode employée par A. SOMMERFELD peut &tre appe-
lée « méthode des fonctions de Bessel» par suite de ’emploi
permanent de ces fonctions dans les expressions intégrales du
potentiel -vecteur; elle a été également employée dans les tra-
vaux deja cités de FosTER [1] et Fock [2]. Au point de vue de
'émetteur horizontal, elle a été étendue par J. RiorDAN et E.
SunpE [7], S. STEFaNESCU ét C. et M. SCHLUMBERGER [8], au
cas d’'un sous-sol constitué par une succession arbitraire de
couches horizontales.

Par un travail de H. WEYL [g9] a été inaugurée une
nouvelle méthode de calcul de I’émission dans les milieux a
conductivités et constantes diélectriques stratifiées. Cette mé-
thode peut étre appelée «des ondes planes », '’émission primaire
de 'antenne y étant décomposée en une infinité d’ondes planes
dont la réfraction dans les milieux stratifiés de I’atmosphére ou
. du sous-sol peut étre calculée par les formules de FRESNEL.
Les théoriciens — parmi lesquels il faut citer en premier lieu
M.J.O. STRUTT [10] et GROSSKOPF [11] — ont accordé ces " der-
niers temps une préférence toujours plus marquée 4 la méthode
" de WEyL. Ceci est di, d’une. part, & la circonstance que les
déformations subies par ’onde plane dans les différentes'couches
dispersives peuvent étre calculées avec une certaine facilité- et
d’autre part, au fait que, par des intégrations dans le plan com-
plexe, on peut obtenir des expressions asymptotiques trés utiles,
qu’il serait malaisé de déduire des intégralesdutype SOMMERFELD.

.L’intérét toujours plus grand suscité par la diffraction des
ondes é.-m. suivant la courbure du globe terrestre et, plus
récemment, par la propagation des ondes courtes dans les mi-
lieux ionisés de la haute atmosphére a relegué provisoirement au
second plan I’étude de la propagation des ondes & I'intérieur

’

& v

Institutul! Geologic al Romaniel



Préface, i 7

‘

du sol. Dans ce domaine restreint de problémes, intéressant
spécialement les méthodes de prospection électromagnétique
et, dans une mesure plus réduite, les télécommunications par
fil, nous ne pouvons citer de travaux théoriques réellement
originaux que ceux déji mentionnés et, tout particuliérement,
ceux de R. M: FosTER [1], V. Fock [2] et RIoRDAN-SUNDE [7].
Le sujet) du présent travail concerne spécialement le ré-
glme quasistationnaire de 1’émetteur T.P. S., lequel est par défi-
nition un régime alternatif & fréquence suffisamment basse
pour que les courants de déplacement puissent étre. négligés-
par rapport aux courants de conduction. En ce qui concerne la
validité de son emploi dans le probléme qui nous occupe, une
discussion entreprise par M. ABRaHAM [12] et ses collabora-
teurs [13] a prouvé que pour toutes les fréquences musmales_
(les plus intéressantes pour les méthodes de prospection é.-m,
par suite de 'influence réduite du skin-effect) les courants de
déplacement sont certainement négligeables par rapport aux
courants de conduction 4 P'intérieur du sol. Cette approximation,
admise généralement pour les fréquences musicales des télé-
communications par fil [voir POLLACZEK [14], HABERLAND [15],
CaRsoN [16]] revient & égaler & zéro'— dans les équations de
propagation —la constante diélectrique de I'air ‘et du sol.
Dans ces conditions bien définies, le développement des

résultats de R. M. FostER (loc. cit.) et V. Fock (loc. cit.) —les-
quels ont montré la possibilité d’exprimer en termes finis, au
moyen des fonctions de BESSEL et HANKEL, les composantes
du potentiel vecteur du dipéle T.P. S. & lintérieur du sol —
nous 4 perm1s de calctler exp11c1tement les expressions des 6

.

1) Ce travail, dont la partie introductive générale figure dé&ja dans[8].
2 fait par ailleurs ’objet d’un article en deux parties sous le titre: « Das
elektromagnetische Normalfeld des waagerechten Niederfrequenzdipols »
dans la revue Beitrige zur angewandten Geophysik (Akad. Verlagsgesell-
schaft, Leipzig).

La premiére partie a paru dans Bd. 9, Hf. 3/4, pp. 201—233, 1942.

La deuxitme partie n’a pas encore été imprimée, par suite des évé-
nements de la guerre. -
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composantes é.-m, 4 la surface du sol (Ch. II) et en_son inté-
rieur (Ch. III). N

Les calculs numériques, particuli¢rement laborieux, effectués
au moyen des tahles JAHNKE-EMDE [17], ont permis de pré-
senter sous forme de courbes d’égale valeur de I’amplitude et’
de la phase la distribution de ces 6 composantes é.-m. en coor-
données cylindriques 2 I'intérieur du sol. i

Au cours de nos recherches sur le dipéle alternatif hori-
zontal, nous avons observé que les formules "SOMMERFELD-
HOERSCHELMANN 'qui définissent le potentiel vecteur magné-
tique hertzien de ce diple pour le cas d’une constante e diffé-
rente de zéro, ont un equ1va1ent 1nteressant dans les expressions
d’un potentiel vecteur électrique —du type FITZGERALD —
relatif au méme phénomeéne de radiation. L’étude de ce poten-
tiel vecteur électrique, outre des applications immédiates au cas
quasistationnaire (voir la note 2 la fin du ch. III), nous a con-
duit 4 des conclusions qui paraissent jeter une lumiere nouvelle
sur la classification des différents types d’antennes, telle qu’elle
a été formulée par SoMMERFELD (loc. cit.). Vu que cette étude —
qui ne néglige pas les courants de déplacement —a une géné-
ralité plus grande que celle concernant: le dipble quasistation-
naire, nous avons considéré qu’elle peut former une bonne
introduction a notre sujet, sur lequel elle présente une certai.nel
priorité logique; nous en avons constitué le chapitre I.

Un dernier chapitre (Ch. IV) présente les résultats obtenus
en collaboration avec 'T. P. GHITULESCU et M. SOCOLESCU dés
I’année 1931, dans une série de recherches expérimentales effec-
tuées & Seceleanu ‘(district Ialomitza). Ces résultats permettent
une confrontation immédiate avec les prévisions théoriques for-
mulées dans les chapitres antérieurs. =

Lés résultats exposés dans notre travail sont le.fruit des
recherches entreprises dans le cdadre de la Section de Géophy-
sique appliquée de I’Institut Géologique de Roumanie.

. Pour le haut esprit scientifique avec lequel ont été. accor-
dés Pencouragement et les conditions morales et ‘matérielles

Al
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nécessaires 4 l'exécution de ces études, nous présentons nos |
remermements respectueux a Mr. le Prof. G. MACOVEI, Direc-,
"teur de I’Institut Géologique de Roumanie.

A Mr. le Prof. G. MURGEANU et 4 tous mes collégues de
PInstitut, j’adresse I'expression de ma vive gratitude pour leur
parfaite confiance et bonne camaraderie qui m’ont puissamment
aidé 4 mener 2 leur fin ces recherches longues et laborieuses.

A Mr. le Prof. G. ATanNasiu et 4 MM. les Professeurs de la
Faculté des Sciences de Bucarest, qui m’ont guidé et encou-"
ragé dans la présentation de ce travail comme These, j adresse
mes hommages respectueux. ; y

Pour la concours extrémement précieux dans I’exécution et
le contrdle des calculs numériques, mes remerciements affec-
tueux vont 2 Mme. L1a S. STEFANESCU et 4 mes collaborateurs
St. Dumrtru et C. Iurescu. |

.
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CHAPITRE I
COMPLEMENTS A LA THEORIE SOMMERFELD-
HOERSCHELMANN DU DIPOLE HORIZONTAL. AP-

PLICATION AUX ANTENNES MAGNETIQUES.

1. Rappel des principaux résultats de la théorie Sommerfeld-
Hoerschelmann du dipéle horizontal. — Les notations de ce cha-
pitre seront celles utilisées par SOMMERFELD dans son exposé [6]. .
On désigne par

' &, le champ électrique instantané,

x, » » - magnétique » :

9, le déplacement électrique instantané,

$, 'induction magnétique,

J, la densité de courant,

p, la densité spatiale de I’électricité,

. ¢, la vitesse de la lumiére = 3,00 X 10* cmj/sec.

Dans le ‘systéme d’unités HEAVISIDE, les équations de Max-

WELL s'écrivent

.M Zé=—rts - () diva=o,

() @+ =fotx, (V) divDd=p

Dans les milieux isotropes, dénués de saturation ou d’hys-
térésis magnétique ou électrique — les seuls qui seront. pris -
en considération —- ces relations sont complétées par les rela-
tions de proportionnalité '

V) D=cé, . B=upH, ~ I=06,

. \
[ \ | 4 o P e s | P o v s
1 Institutul Geologic al Romaniei



12 I. Compléments a la théorie du dipdle horizontal.

ot1 Pon a noté par
g, la constante diélectrique du rmheu,
i, la perméabilité magnétique » ,
6, la conductivité électrique »
Dans un milieu ol ¢, @, ¢ sont des constantes, les équations
de MAXWELL sont résolues d’habitude au.moyen d’un poten-
tiel vecteur hertzien II (dont les composantes cartésiennes sont
[z, IIy, II:), lequel détermine les composantes électromagnéti- .
ques par les relations [1b1d P. 429, form. (18)] '

| }£=1ro§(sfl+aﬂ), g
(1-6 a,b) S J

.8 =_'{'j_g“f[+%giﬂ}+grad div TI.

Les composantes du potentiel II satisfont individuellement
a I'équation des télégraphistes

(1-7) j—‘jﬁ+‘-}’“ﬂ=An.

Pour I’étude des phénoménes de radiation, il suffit d’avoir
en vue des oscillations purement sinusoidales, qui s’obtiennent
" en mettant en évidence dans ¥, 8, Il le facteur complexe e#®?,
ol w désigne la pulsation du courant dans I’émetteur. Par sup-
pression de ce facteur aux deux membres des équations prece-
dentes, celles-ci dev1ennent '

T N S P
c ; po
(z-8a,b,¢) 8 = k211 + grad div II,
; AIl 4+ R*II = o,
ol ’on a noté par k la «constante de propagation »
(x9) - - . H= ,————E‘LQZ tiaope

c?
Dans 1é cas d’un dipc‘)ie horizontal placé parallélement a

- ox & Dofigine d’un systéme de coordonnées cartésiennes, oxy
étant la surface plane d’un sol supposé homogéne et isotrope,
o0z la verticale descendante, S. et H. ont montré que les con-
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ditions maxwelliennes de passage des composantes é.-m. dans
le plan de séparation air-sol (contmmte des composantes tan-'
gentielles de 8, ¥ et des composantes normales de J, &) sont
satisfaites si I'on admet I'existence d’'un potentiel vecteur IT, dont
la composante II, est 1dent1quement nulle dans 'air et dans
le sol et dont les deux autres composantes sont [pp. 567—568
form. (10) et (15)] dans I'air (2 > o)

SR | / Jo() = V7R 5 o, 'S
B 0 N B
(r-x0 a, b)

(k2 —~— kq?) cos <p 3 ]N(Ii\:’) et Vii—ks? _ko %A,
dans le sol (z < 0), .
s 10, R
(r-11 23, b)

k2 ]()\T) o 7.2
IT, = (B2 —k,%) <~ -co . e @ VR A2,
 =E k) e ef, TN

Dans ces formules, on a noté par

' w? 5 B
(x-12) ko? = Fla constante de propagation de Iair,
tw? - iow e
(1-9’) k= '—j—z— la constante de- propagation du

sol (on suppose -y = 1),

1

Jo; 1a fonction qle !iESSEL d’ordre zéro,

=]/ x* + y?, la distance radiale au’ d1pole,

cp, Pazimut, =

" A, un-parameétre d’intégratiqn,
(1-13) N =R/ N —ke® + k2] 22 —k2,
(1-14) N =]}/ N—F2 +)/ A2 k2.
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En vertu des équations (1-8), les composantes du champ
é.-m. se déduisent de celles du p. v. II par les formules de dif-

férentiation (p. 566) /

fo—“’——%'“% g R £ —k2Hx+ (6;}0 iy 6z)’
(1-15a, b, c). 1 (1-16 a, b, c)
®, ~~—k (662 6;1:) y v = | %(aﬁ ' a;)

2. Introduction d’un potentiel vecteur électrique. Vérifications.
Pour le cas d’un dip6le magnétique, SOMMERFELD a introduit
\dans sa théorie de la propagation un potentiel vecteur électrique,
qui permet la résolution ‘des équations MAXWELL d’une maniére
parallele & celle ‘donnée par. les relations (i-8 a, b, c) pour le
dipdle €lectrique. Nous nous proposons de montrer dans ce qui
suit que d’une maniére analogue, pour le dlpole électrique hori-
zontal, la’ considération d’un potentiel vecteur électrique est
intéressante et conduit a4 des expressions plus simples que

celles — (1-10) et (1-11) — trouvées par S. et H. pour le poten-

tiel vecteur hertzien (magnétique).

Supposons comme -précédemment la permeéabilité. du sol
w = 1. Les équations de MAXWELL peuvent étre résolues d’une
maniére formelle, en régime purement sinusoidal, par des rela-
tions absolument analogues 4'(1-8 a, b, ¢)

¥ =k2Q 4 graddivQ , & =—lcc—°rot Q,
(r-17 a,b"c) AQFR2Q =0,

Q étant un potentiel vecteur electrlque, dont nous nous propo-
sons de définir la forme analytique.

A cet effet, nous admettrons comme hypothese de travail,
vérifiée en détail par les calculs ultérieurs, que, ainsi que le'

p. v. magnétique IT-a une composante II, identiquement nulle

Y

¥
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2. Potentiel vecteur électrique. Vérifications. 15

dans P’air et dans le sol, le potentiel vecteur électrique Q a —
lui aussi —une composante Q, nulle identiquement dans ces
deux milieux. Pour la démonstration, nous montrerons que les
) equatlons (1-15) et (1-16) permettent de déterminer d’une
l mal?\lere umvoque les .composantes €, et Q. en fonction de
Il et II,, par confrontation avec le systéme scalaire

: of0Q, 0Q,)
= Dl et 7Y, Zl, 8, = e =] et s 5
nr i gl (5 )
(1'18 a:‘ ba C) ‘ (1'1_9 a, b, C)
| 3£y=k29y+6i(6g"+ ) By 3t B

I c dx
9 (09 ' o 80
2Q). 2 A GLg— 0 ===
e e o az( + ) = ¢ ox
equlvalent aux equatlons vectorlelles (1-17 a, b).

Avant de proceder 4 la comparaison des deux modes d’ex-
pression des composantes ¥ et 8 — d’une part (1-15) et (1-16), :
d’autre part (1-18) et (1-Ig) — remarquons que la forme
(1-10b) et (1-11 b) des composantes II, et II; conduit 2 4 poser
(1-20 a, b) i

ox
(1-21 a, b) :
- 64}' . A7 s koz' Jo (7\1‘) V;\z_kz .
.Hz _';9;’ Lp —(k ko)"—g’ /| NN/ . )\d)\y

- ol {, et §, désignent des fonctions d’onde ayant la symétrie de
révolution autour de l'axe vertical o0z.

Procédons maintenant & Pidentification. des composantes
magnétiques (1-15 a, b, c) avec (1-18 a,.b, c) 4 'intérieur du
sol; nous aurogs, par, suite de (1-21 a, b)

. z'_c 2 O _ e L, 0%
a) X, =>——Fk 3y (d1 Q)'“, mk axay_
On est condu1t a poser
L B
(1-22) . “div Q = — k 3y
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: ‘___jiz o1L, ‘61'[2)__ 2 9 (di
b) %, = k (az . =k Qy—l——é}(dwﬂ)
' &y _ oll, - 0%
— b2 SESWE iy oty ———
k &y k oyt k (az : axz)
est vérifide identiquement si I’on pose
; ! e [vo™) @t 1 T,
(x-23) 2 —.K(axz o oy 9s ) )

- Cette expressmn, par suite du fait que ¢ est fonctlon d’onde
donc

(1-24) Ay =o,
devient ' '
. B Z R
L *—{a‘ Tamt k”’}
Il 20 - §io ‘l’
c) J{’,z —.——k2 3y kzﬂ +~(d1vQ) =K20 —k 0%

est vétifiée identhuement si l’on.pose

(29 a & 2 (m+3Y

\

Pour que les expressions (1-23) et 1-26) soient acceptables,
elles doivent vérifier

oy I’équation (1-22). On.a effectivement en vertu de (1-24)

sy aQy ic{ I A }

Sz xRy i 9y3 « 2%y
= o Bl e
o) dy
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B) les équations qui résultent de I’égalisation des expressions

(1-16 a, b, c) et (1-19 a, b, ¢) des composantes électriques.
En effet

(o(a.Q SQ)
8, = —
i ¢ ay‘ o3

I i L
o szaz-+ ayzaz— 9z2 J.

1 . 2201, 21, gsq) | (55 3211,

——{ ay? T ~8x23z} k H + sz +3x8k. d

3 (oM. oI\
= k2 £ ol N
=M (Sx 5 oz ) 8

e ah G0 it ey, 153 2
8 :——_1,-_5: _____ . 11N
> il r O T axay(n"—l_ az_).

JuBl [fally 1 oIIx

—@('37* 5 ) .
ooty i e(Py 2y oL
4 G c 3 8y28x 20z

C 2, B (9% a2y - atlL, ¢

" Oxoz 8x(8x2+m)=8x8z 1 (az2+k‘l’

all,

=i e +. ( ox =T 3 )

v) I’équation des ondes (1-24). Ceci résulte du fait que ¢
et IT —ainsi que leurs dérivées partielles en x, y, ¥ — vérifient
a leur tour ce méme type d’équation.

En résumé, les vérifications détaillées précédentes nous
permettent d’affirmer que I’hypothése Q. ==o est légitime et
que (1-23) et (1-26) définissent d’une manié¢re adéquate les
composantes 2, et Q. du potentiel vecteur électrique.

Les calculs indiqués ci-dessus se rapportent au champ é.-m.
dans le sol. Dans lair, on obtient des expressions analogucs &

4 2
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(1-23) et (1-26) pour"le's composantés Qyq et Ly par substitution~"
de 4"0) on: ko a \P’ Hx; k. . .

A un point de vue plus général, attendu que — ainsi qu’il

a €té montré dans [8] p. 115 — le potentiel vecteur magnétique -
du dipdle T.P.S. a dans le cas d’une stratification horizontale
quelconque (du sol ou de I’air) une composante II, identiquement
nulle, (dans I’air et dans le sol), on peut affirmer I’existence
d’une propriété analogue’pour le potentiel vecteur électrique Q:
‘sa composante Q, est nulle dans ces deux milieux, tandis que Q,

et Q. sont reliés 4 IT, et I, par les relations (1-23) et (1-26).

3. Expressions sous forme d'intégrales définies des compo-
santes Qy et Q. dans le sol et dans Pair.—a) Si 'on porte dans
les relations (1-25) et (1-26) les expressions (1-11 b) et (1-21
a,b) de II, et {, on obtient pour Q, et Q. — dans le sol les
- formules' suivantes :

az2 %3z

. \
oc)Q =——~——(k2’+av+ H)

) '7\2

ic ' : T~
_Z"K{(kg‘k“)"é’? , N B0 e
& f ]o(”) zV)&—k"sz;\d;\}
o dc R [T (kz—;kOZ) A
——K{?ﬁ N"[__N_—*“a kz]

'

X Jo.(?\.’f) xR de} .

. Par suite des définitions (1-13) et (1-14) des quantités N
et N', on peut-facilement vérifier l'identité .

= Y L kR
Gl R



s

T

. -3. Eapressions-dds composantes Q,, Q..

qui permet d’écrire ~

o SonI sl A ']"/A’z__ 2
Qyz——-—i.ko [I_—ko?u]

) (J..)‘ k2 \0

ol = X Jo (M) e 2R 3

= R e,
" w k% 83}, ]/7\“"'——

¥

‘19

b ]JO(A 7)o VP—F Faa

Par su‘ite,de I’identité bien connue [ibid., p. 546, f. (x L)1

sz e
by f l/— DD 5 ) s VPR
4

on obtlent finalement

i . i k2 81 ¢ kR
(1-37) Qy='~-4¥-+g(k02A~T)

ol I'on a posé

(1-28) | A =f Jggﬁéle’—k”de.
| 4 ,

‘ic 8 oy
o ki(n)

R =)/7+ 2

w1 AR v P L 2]
“FFE}[, ol yE=E|

% Jo () e 2 V=R 3 g
Par suite des expressions (.1-13), (1-14) de N et N' on a

I —ko - ke
N'{ g ] °N
et par coﬁséquent .
* 0 e, L8N
(I -29) g Qg _='T k02 ‘@ g
W/ Institutul Geologic al

Q%
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Les expressions (1-27) et (1-29) des composantes du poten-
» tiel vecteur Q présentent la particularité remarquable de ne
contenir qu’une seule transcendante inconnue, la fonction A, dont
elles se déduisent par des dérivations partielles en _y et 3. Cette
propriété montre tout 'avantage qu’il y a d’utiliser dans I’étude
du éhamp é.-m. le potentiel vecteur électrique au lieu du p. v.
: magnethue introduit ‘par S. et H., dont les composantes II, et
II. ont des structures analytiques (1 -11 a) et (1-11 b) si diffé-
rentes. D’ailleurs, A est une fonction déj rencontrée dans I’étude
du dipéle vertical [ibid., p. 548, form. (16)] qui représente, au
facteur 2 ko2 prés, le potentiel vecteur hertzien de ce dipdle vertical
a Vintérieur du sol. On voit donc que les expressions du poten-
tiel vecteur électrique mettent en évidence une Laison structu-
rale intime et simple entre les radiations des dipéles horizontal et
wertical; cette liaison est inapparente dans les composantes
hertziennes II, et II, de SOMMERFELD et HOERSCHELMANN.
" b) Dans Pair, les mémes relations (1-25) et (1-26), dans
lesquelles nous substituerons les valeurs (1-roa) et (1-20b)
des fonctions' Il;, et ¢, nous -conduisent — par une marché
absolument analogue ——aux expressions suivantes

‘

: ) = 2 vk
(1’30) -Qyo —T‘a—z(}? Ao—— R );
(1-31) = .‘:on = i'koz % ) '

ol 'on a noté e
(1_32) . / Io()‘r) -z ]//\"‘——k2 A dr 3 (z > 0)

une fonction similaire 2 A. Au facteur constant 2k2 pres, Ay .
représente. le potentiel vecteur du dipdle vertical dans lair
[p. 548, form. (1 5)] Comme il était & prévoir, la relation entre
les p. v. des dipéles horizontal et vertical se retrouve aussi
dans Pair.

4. Relations directes entre les p. v hertzzens des dipdles hori-
zontal et vertical. Antennes magnétiques. —Le fait qu'il existe



" 4. Relations entre les p. v. hertziens etc. 2F

une relation étroite entre les composantes Q, et Q, du p. v. élec-
trique.du dipédle horizontal et la fonction A qui définit le p. v.
magnétique du. dipdle vertical, nous conduit 3 admettre que les
composantes hertziennes Il,, II, (ou ¢) possédent également des -
connexjons simples avec la méme foncticn A. Les calculs sui-
vants donnent effectivement les expressions de ces compo-
santes en fonction de A.

a) et II,. Par comparalson des équations (1 26) et (1-29)
on est conduit & écrire

. N a ! -
(1-33) : IL, +5§ =k A.

Cette identité peut d’ailleurs étre également vérifiée par un
calcul direct, en partant des intégrales définies qui- expriment
I, ¢ et A. .

Si I'on porte le premler membre de I’eq (1-33) dans lex-
pression (1-25) de Q,, celle-ci devient

(1-34) Q, = {ko = +k2¢}
Par comparaison avec (1_—27), on obtient

. M :

@) Vgt @ R A

et par suite

ad k 0% [, xR .
S ,;:axaz{ — + kA

b) T.. On déduit de (1-33) et (1-35)

N k.2 E2)92A k2 2 (eikR
- = 2 sl 088 R 0" ot :
(Fga ot i k2(1+k2)azf R o7\ R )

o6 fias

Si T'on pose

(1-38) TL —kgz N, | A= j »J——"l(\;') e 3 VR—F* 33
B

N\
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on arrive 2 la relation suivante entre’ A’ et A

REWOEN X ~of [4P%
5 T = R2 G BT e S (=)
(r 3?) A kA,‘l‘(I‘l‘kz)azz kzazz( R ) j

La fonction A’ — multipliée par 2 — représente le p. v.
électrique de V'antenne magnétique verticale [p. 565, form. (4)].
. Par Dintermédiaire de 1’éq. (1-39), le potentiel vecteur
électrique de 'antenne magnétique verticale s’ exprlme donc
au moyen de la méme fonction A.

Enfin, le p. v. électrique de I’antenne magnétique horzzontale
a — dans le sol —les composantes [p. 573, form. (27) et (29)]

i1 T
m, = f T e sk @,
0o x
A s ) Y
= 2 sin @ (k* —ky?) f ]1\1(1;\}7:) e3VR—F 20,
. [} g J :
* . Par comparaison avec (1-28) et (1-11 b) on voit que
A
. k.,2 oy
Dans Pair, des relations analogues peuvent étre établies sans

difficulté. L i

I, = 2 kA, ~ H;-—

5. En conclusion, les champs électromagnétiques des quatre
types d’antennes examinés par SOMMERFELD peuvent etre déduits
formellement de I'unique. champ du dipéle hertzien vertical.

S

A



. ' CHAPITRE II

CHAMP T.P.S. QUASISTATiONNAIRE POTENTIEL
VECTEUR DANS LE SOL ET A LA SURFACE.
COMPOSANTES E,-M. A LA SURFACE DU SOL.

6. Notations. Equations générales. — Les résultats du chapitre

précédent peuvent étre considerés comme une simple annexe
aux travaux du Prof. SOMMERFELD; ‘aussi avons-nous trouvé
utile d’employer dans leur présentation exactement les mémes
notations — aujourd’hui classiques — utilisées par le savant
auteur dans ses articles originaux et dans son exposé de ¢ Rie-
MANN-WEBER'’S » [6]. '
‘ Pour le cas particulier du dlpole T.P.S. quasistationnaire
" qui fera d’une maniére exclusive P'objet de la suite de ce travail,
les notations adoptées serons, en général, celles de notre pu-
blication [8], légérement différentes de celles de SOMMERFELD;
nous les rappellercns briévement. e

Le dipdle est supposé placé a I'origine o d’un triédre tri-
rectangle oxyz dans la direction de 1’axe ox . 0z est dirigé sui-
vant la verticale descendante, oxy est la surface du sol; le sous-
sol — homogéne, isotrope-— occupe ‘ainsi le deml-espace >0,
I'air —Ile demi-espace 2 << o.

On se sert également des coordonnées’ cyhndnques BRAERS
avec

(2-1) r=)/x*+y2%, . _opﬁarctg%-' 5
On pose: : : e
o, conductivité du sol en unités E. M
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f, fréquence,' en’ penodes/seconde,

o = 2nf, pulsation.

En lieu et place de la quantlte k, 1ntr0du1te —2 la suite
de SOMMERFELD —dans nos travaux antérieurs, nous uti-
liserons dorénavant la notation plus commode de R. M. Fo-
STER [1] définie par

(2-2) Y2 = —k® =4mo0i, ‘y=—ik=|y|}/7.

On fait ainsi disparaitre formellement — dans la plupart des
expressions — I’imaginaire pure 7. '

‘v est une quantité complexe, dont laffixe est située sur la

diagonale du premier quadrant et qui a pour dimension L1,

Pour les fonctions de BESSEL et de HANKEL d’argument
complexe, nous employons-—32 l'exemple de FosTER — les
notations répandues dans la littérature anglo-saxonne par le
traité de WaTsoN [18] et trés pratiques dans le probléme
_particulier que nous avons en vue. Celles-ci sont reliées aux
notations ordlnalres T et H par les égalités:

Fonctwn/s de BESSEL: Li(x) =Jo(x), I (x)=—1], (ix),
(2-3) ‘
Fonctmns de HANKEL: K (x) = z Hol(zx) Ki(x) =—~— H (zx)

valables quelque soit x — réel ou complexe. Entre ces fonctxons
on a la relation

(2-4) %M&@+Lm&@=%

Nous ferons par la suite un usage constant des relations.
suivantes entre les fonctions cylindriques et leurs dérivées -

21,6 =L, L= ——;I‘l 9+ 1o
@D' '
2Ry = —Ky() K@= —1Ke®) =K,

pour la demonstratlon desquelles nous renvoyons aux ouvrages
spec1aux

;
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Les champs électriques et magnétiques que nous envisageons
sont stric’tem;nt sinusoidaux, les valeurs instantanées & et ¥
étant définies, comme d’habitude, par:

‘ & = Re (Ee@¥) ,,” 3 = Re (He'*)
(2-6) ,
(Re = partie réelle)

o E et H sont des vecteurs complexes définis par les équations
de MAXwELL (écrites en U.EM. pour e =¢, =0 , @ =1)

ot H = 4neE, . divH = o,
2-7) -
. —ioH=rotE, - divE'=o,
en tous les points du sous-sol, autres que l'origine.

Dans ’air, mémes équations avec ¢ = o. 4

Ainsi qu’au chapitre I, on résout les équations générales
au moyen d’un potentiel vecteur A *) dont le champ ¢.-m. se

déduit par les relations — analogues a (1-8 a, b, ¢) 4
/

H =rotA, E =—iwA ¥ -—— graddiv A,
F 4ch;

(2-8 a, b, ¢) AA — y2A =0.
Dans I’air :
(2-9) v: =o, AA =0,

L4

les composantes de A sont des fonctions harmoniques. La for-.
tule (2-8 b) n’est pas immédiatement applicable car —ainsi
qu’en le montrera par la suite — nous avons en méme temps

(2-9) = " | divA =o, 6 = 0.

On peut lever I'indétermination en admettant-d’abord que Pair -
posséde une faible conductivité ,, le champ E étant calculé
ultérieurement toujours par.la formule (2-8 b), par le passage
a la limite 6, = 0: ' s |

(2-10) © E=—ivA+ 4% grad lim,_, (d‘VA)

Gp

1) Pour le potentiel vecteur électrique, voir la. note & la fin du Cha-
" pitre TII. i
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Une autre méthode sera présentée a I'occasion’ de I’étude
de la composante normale E, dans lair (p. 40).

7. Expressions intégrales du potentiel vecteur magnétique dans
Pair et dans le sol. Avec les nouvelles notations, vu que dans
le cas quasistationnaire g, = g, = 0

.- hkr=o, k2 =-— 2 = ~—:41rcmi,

(2-11 2;D) : ‘
‘ N = —y2, N =rx+ /2 Fy2,

les formules S.-H. se réduisent a:

dans le sol (z > o)

S 8 e
A,€=—~ﬁ AR e—th]o(M)dk - Ay =o,
(2-12a, b).. S : " =

LR - Sl
A; = == COS' (Pﬁ * TR e_.R‘z J‘l (ar) da, :Rll = V7\2 T
dans Pair (<o) E ‘ . ]

R SRS S
» o1 A= R

(2-13a,b)

=]
Ay =—cos cpﬁ n j—k'Rl Lo

La validité de ces expressions est assurée du fait qu’elles
constituent des cas particuliers des formules S.-H. générales. -
On peut toutefois vérifier directement que :

a) Elles satisfont aux équations aux dérivées partielles (2-8)
et (2-9), ¢ce qui résulte de ce qu’elles sont construites additi-"
vement au moyen des solutions élémentaires bien connues

o) e®s,  cosgl,(M)eRe,  (z >0)
Jo (A1) €2, - cos @J, (M) e’*‘z ( <o)

de ces mémes équations.
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b) Au voisinage de longme, on peut montrer que — dans
le sol .

¢

I . 4

Ax"’—'_’ 'z“"—'——‘_—"
R A& ~"rR®¥a
et dans D’air )
I X
BRSNS

Ceci signifie qu’a petite distance de émetteur, le dipéle alter-
natif produit un champ en phase avec le courant du cible,
champ qui peut étre calculé au ‘moyen’ des expressions établies
pour le courant continu [19, p 36] dans le cas d’un dipdle de

* puissance unitaire.
¢) En-calculant le champ electromagnethue au moyen des -
" égalités (2-8), on vérifie la continuité 4 la surface du'sol des com-
posantes du champ magnétique et du potentiel vecteur, en
conformité avec les conditions maxwelliennes de passage du

champ é.-m. d’un milieu dans I’autre. L’indétermination appa- . .

rente des composantes électriques dans 1’air sera élucidée au
paragraphe g. '

Sous la forme (2-12) et (2-13) les composantes du potentiel
vecteur ainsi que les grandeurs électromagnétiques dérivées
sont difficilement accessibles au calcul numérique. C’est a
R. M. FosTer et & V. Fock (loc. cit.) que revient le mérite
d’avoir montré ‘que les intégrales (2-12 a) et (2-12 b) — con-
- cernant les points du sol.et de la surface —sont directement
exprimables au moyen des exponentielles et des fonctions cylin-
driques. Attendu que ces deux savants auteurs se sont bornés
dans leurs travaux 4 des indications sommaires & ce sujet, nous
avons pensé qu’il pouvait étre utile — pour 'objet particulier
de la prospection électrique — de compléter leurs études en
doanant les expi‘essions mathématiqués exactes de toutes les
composantes électromagnétiques, tant a la surface qu 4 lin-
térieur de la terre.- :
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8. Expressions en termes finis. des composantes du p. v. dans le
- sol. — Le point central du travail de R. M. FOSTER est constitué
par les deux identités fondamentales \ >

rd

(xy) f l/h‘+y --_*Vx+y Jo (1) dn

e —————
-z =P (R = /7% F 2%

(2-15) / g Lona

= 10[.}(11 ——‘z)' ].KO/[}('R % z)] =Q

ol lon a désigné, pour la commodité des calculs ultérieurs,
par P et Q les fonctions qui figurent au deuxiéme membre de
ces identités. 1 . '

11 est facile d’exprimer les composantes du potentiel vecteur
dans le sol, (2-12 a) et (2-12 b), au moyen des fonctions P et Q.
On a

oo , : :
A'?-‘ :._/;, )\j_Rl e*‘sz ]0 (7\7‘) dr

(R, =)/ 2 %)
A(Q—R, ‘ Ny
.=_—ﬁ E):z(r_—Rl—)e—Rx"]o(lr)dh :

oo
= 5] DRy =R R () dn

. e .
2 .92 i - _ N .
~H(Gr)f, e nona

g e ST
+§§ﬁ AR ]9_(7\r)d7\}

R ]
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== g
e Ry
A, cos @[0 )\+R R ]1()\r) dx

L@ f '
e —Ryz
' ax\ﬁ AR Jo ()\r) 2

iy . Db 2()\——R1) R :

8 “00 N
="—%§;ﬁ (A—R,) e=R= Jo(xr) dA
s ‘ e 0]
(2-17) zaxdz{Pﬂ_S—z}'

Il suffit des lors — pour achever le probléme — de remplacer
dans (2-16) et (2-17) les dérivées de P et Q par leurs expressions
effectives en fonction des coordonnées. )

Le calcul des dérivées ne présente aucune difficulté théo-
rique spéciale, mais il est préférable — 4 cause de sa longueur —
d’y introduire des notations abrégées. A cet effet, noug remar-
querons:- que, par suite des relations (2-5) entre les fonctions
cylindriques, les fonctions de BEsseL qui figurent dans les

dérivées de Q portent toujours sur P’argument g(R—-—z) tan-
disque les fonctions de HANKEL ont constamment 1’argument

E(R + 2). Eu égard & cette circonstance, nous écrirons sim-’

.

plement .

79 [}(R—z)]:lo, i [.}(R_z)].:

(2-18) . |
Ko[§(§+k)] =Ko, _Kl[ng +:>->] =

{

dans toute la suite de ce travail.
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-

Avec ces notations, on trouve sans difficulté —en falsant S
constammerit usage des relations

(2-19)

~ (2-20)

(2-.21)

(2--22)

9, E ;
= LKy =TaR=1 (1, K — LKy, ,

2

S;(Io I.(o) = _“g{ (= '.zR_l)fllKo 4 (it HaR—) I0K41 }:

Q

a—z(Io'Kl) = TaR- (LK, — IK,) —xR-2 72 (R —2) LK, ,
L 48 PO ¢ '(Il—zi{—l)l K;—(1-+2R-1) LK, -—alI K,
3z 0 1 2 5 1 1 4 040 R 0 +>1>

( : s
%(11 Ky) = JaRe? (K, — LK;) — R 2 (R + 2) T,

f’_(I1 0)___{ (1+zR~1)IK1+(1—zR—1)IK0}+ LK,
(IlKl)——xR—l (LK, ——IIK)——zxr P LK, ,

o . N
gz«(IIKl) = —g{ (1 —zR—l) LK, + (1 + zR*l) LK, }

' i . 1 i 0 9 g ’
lesquelles sont des conséquences immédiates des identités (2-5),

les dérivées de la fonction Q qui figurent dans Aget Ay

(2- 23)

(2-24)

(2-25)

{

. : - N
= _’} {(I + 2R LK, + (1 —2R-Y) IlKO} >

)

@_ = _(1 + # R K, + 1 Y 2R3 (2 + R) LK,
+lzR—3(R-——z)IK +X R 1K
i ; 1> 3 .1 1y

2 azzcalx = 3x32R & IoKo :
— x2R-3[yz 4+ 37"t R-1 4 3y 2R 2] LK,
+ 2R3 [y# — 3y~ R-1 4 3y~ 2R-%] LK,
+ #R-4 (357 2ROLK,, - .

AY
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Q. - .58 :
- (2-26) - w 2;z{az—z-—*{2(1}—2R 4(R*—32?) [ K,

4+ " yr%R-3 4 y-IR-S (R? — 32%) (R + 2)] LK,)
+ [— yrisR-3 4 y*lR—5 (R2 — 32%) (R — 2)] LK,
—3r22R-* [ K,

On a d’ailleurs aussi
(2-27) g—lz)— = 2R-? (r +YR) e E

_ b
(2-28) g;g = [32? — R? 4 yR (322 ~— R%) 4 y?R%® R~5 ¢~ R,

2P - : v
(2-29) Iwae %R (3 + 3YR + Y?R?) R-3 ¢~ TR,

Finalement, on obtient pour expressions exactes des com-
posantes non-nulles du potentiel vecteur dans le sol

.

A, = 2R=4 (322 — RZ)IK
— [y%2R-® - y-1R-5 (R* — 32%) (R + 2)] LK,
(z-30) | . + [y%sR-3—y'R-3 (R? — 32%) (R — 2)] LK,
+3r22R[ K,
© 4 27-?RS[(R®—35?) (1 4 YR) — y'R%?] 1R

A, =— 3x22R‘4 LXK,
0 —maR-3[yz + 3y R 4 3Y—lzR—2] LK,
(2-31) + 2R~ [yz — 3y~1R~ 4 3y~12R" 2] LK,
_ + % (332 —2R%) R [|K,
+ 2y %2R (3 + 37R + v*R¥) e YR

Il est facile de vérifier que ces expressions de A; et A,
satisfont toutes les conditions du probléme posé.

a) Etant des fonctions linéaires 4 coefficients constants des
dérivées partielles de P et Q, elles sont — ainsi que P et Q—
des solutions de I’équation de propagation (2-8 c).

' \
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b) Au voisinage de P'origine (petites valeurs de 7) on peut
utiliser pour les fonctions de BesSEL et.de HANKEL les formules
approchées — valables pour les petites valeurs de x—

a2 T
L®~14 > Il(x)~§,
- 2 . 2 . .
Ko (x) ~ Lna) . (Ln; :0,11593) .

Sl Y ox X
3 K ot I Jis At T~
_ 1 (%) x+2Ln2 7

Appliquées a notre cas, ces formules donnent

. ' A- d
i IoKO~an’ '
7 2 Rz
(2-33) LK, ~ (R+z)+ (R+z)Ln—(R+ )_TR+2,
' ' 1 R—z
o W~ R-Alina B rRg

Si Y’on porte ces expressions dans (2-30) et (2-31) et'si 'on
ne conserve que les termes en R & croissance égale ou supé-
rieure 4 R—1, on trouve bien pour A, et A, les valeurs du courant
- continu [cf. p. (27)]. .

: ¢) Pour le grandes valeurs absclues de leur argument, les
fonctions de BESSEL et de HANKEL admettent les expressions:
asymptotiques

e T e
y——0 = —F=
)/ 2nx 2 /%

Si donc-—dans notre cas — on se déplace a partir de 1’origine

' (234) L) ~Li(®) ~ K, (2) ~K; () ~

suivant un rayon qui fait un angle 6 avec 'axe oz (o <O < ;) >

.pour les valeurs suffisamment grandes de R
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~

e%f‘ (R-2) ~L®+a)

O S W -0 B
Vm ®R—2) 1/ T’
—y% "
Ty ~ TK; ~ Ty ~ T, AR
yr
Si ’on porte tes expressions dans (2-30) et (2-31) et si l’on
néglige le terme qui provient de P, — lequel a une décroissance
exponentielle en e ~YE, donc plus rapide que ¢ ~Y*— on obtient
pour A, et A;les formules asymptotiques
(2:36) As~ 2y ?riR-*{32R-2—1 + yz] 7%,
do-gs) Ay =2y Fer BSR4 R

- (2-35)

Sur tout ‘rayon partant de T'crigine —2 6 _compris entre )
t~1e potentlel vecteur decro1t donc d’une maniére exponen-

t1e11e L’exponentielle ne depend d’ailleurs que de z; on voit
déja apparaditre. le skin-effect.

d) A la surface du ,sol (2 = o) les expressions de A;et A,
se simplifient notablement: En vertu de (2-4) on a ici-avec 7 =R—

(2-38) . LK) + LK, =2y~ 7t
et par suite 1 4 \
(39)  As=—2yPrdp— (1 + y)er],
(2-40) Az =—2xr 2LK,. ~
A petite distance de lorigine, on trouve par application
- de (2-33) ) J
(2-41) iy, =B A, ~ —ar 2,

— valeurs de covrant continu.
A gra'nde distance, on a une decr01ssance en 7% pour A, et
r~2pour A,
(2-42) + Ax~—2y7%r 2, Ay ~ —2y1xr3,
en conformité avec les formules (2-36) et (2-37), étendaes au

cas 0 = 5 Ainsi la composante verticale du potentiel vecteur

devient dominante lorsqu’on s e101gne beaucoup de l’emetteur,

rést}ltat bien connu en T.S.F. a i
4

3
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e) Pour le calcul ultérieur des composantes de E au moyen

de la formule générale (2-8 b), il est nécessaire de connaitre
au préalable 'expression de la divergence du. potentiel vecteur.

Ainsi qu’on le constate par 'emploi des expressions (2-16) et °

(2-17) de A, et A, celle-ci he dépend que de la fonction Q
©8A, %A, - 32Q '
(2-43) NS T T
Le calcul complet —au moyen des relaticns (2-19,. 20, -21,
.22) — donne
(2-44) div A = y¥z R (1K, — LLK,)
+ yeR-2[(1 + 2 R-1) K, + (1 —2 R-) LK.

Pour z =0 ——surface du-sol —on a simplement
(2-45) divA = yx r~2[IK, o LKo] = 22773,

expressxon identique a celle du cas stationnaire.

9. Champ e’léctrique a la-surface du sol.— A cause de 'impor-
tance pratique des valeurs prises la surface du sol par les
composantes du champ é.-m., nous présenterons une €tude par-
ticuliérement détaillée de ces quantités.

‘E, — paralléle au -dipdle — se dedult 1mmed1atement de

(2-39) et (2-45)

s .=——zwA.4 = — .%(divA)
w2 iy [1— (1) eV £ 8 (g a7
(2-46) : y '
—2—:% 732 — 35272 — (1 4 yr) e~ .

L

Par suite de I'absence de la composante A, dans le potentiel .
\ p e p

vecteur, E, — comiposante perpendiculaire au dipdle — se réduit’

a sa valeur du cas stationnaive

By ZO R Ay T e
(2-47) E_y—— i ay(de)— =t ol
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Cette derniére propriété, signalée déja par FostER (loc. cit.)
et nous-méme ([8], p. 34) est remarquable et:peut avoir des.
conséquences utiles pour I'application de la méthode des résis-
tivités en courant alternatif. Elle subsiste en effet si —en alig-
nant en série des dipdles de méme phase — on passe au cas
pratique de I’émetteur rectiligne de longueur finie: la compo-
"sante électrique perpendiculaire 4 la direction de I’émetteur
reste en phase avec le courant qui parcourt celui-ci. Or, on
sait qu'il existe des appareils (Siemens, Evershed-Vignoles, etc.)
qui' font usage du courant alternatif pour I’application de la,
méthode du quadrupble, suivant le principe établi en courant
continu. En derniére analyse, celui-ci consiste 4 opposer la dif-
férence de potentiel, déterminée '

entre deux prises de terre par le Nk i
passage du courant dans le sol, a "
une d.d.p. proportionnelle 4 I'in- R £
tensité ' de ce courant. En régime .. g4 A i
alternatif, la composante E, —uti- 4 4 v
lisée pour la compensation dans Fig. 1.

la méthode quadrupdle —a néces-

sairement un certain déphasage par rapport au courant de Pémet-
teur—ainsi que cela se voit sur la formule (2-46) pour le cas du
dipdle. Dés que les dispositifs sont allengés en vue d’une explora-
tion profonde — ce déphasage devra apparaitre, entrainant une
compensation imparfaite dans ’appareil de zéro et, par suite, une
incertitude dans la ' mesure de la résistivité apparente. Cet incon-
vénient ne serait plus 4 redouter si, au prix d’une légére complica-
tion expérimentale, on prendrait la ligne CD des électrodes de
potentiel perpendiculaire 2 la direction de I’émetteur AB (Fig. 1).
Avec — par exemple—AB = BC = CD'= a et un courant I dans
le céll)le AB, on aurait entre C et D la différence de potentiel

ea I 1 I
B (BC ACTEBD T AD)
(2-48)

_.paI(I'_I o

27a, 2 l/ 5 ) 27ma.
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d’otr la résistivité apparente -
" (2-49) = 26, 169 By,

t
.

La théorie qui précéde suppose le terréin homogéne; I’ex-
périence seule peut décider si Pavantage-signalé. subsiste — au
moins d’une maniére approchée — lorsque le sous-sol est hété-
rogéne.

Revenant au champ électrique du dlpole NOUS remarquerons
que les composantes en coordonnées cylindriques 7, ¢ sont

=] cos<p+E sinp=E,.¢e,
(2-50) _ . -
Eo =—E,,s1ncp+Eycos<p=Eq>c._eq>,
ou lon a designé par E, et E¢ les rriémes composantes —
radiale et tangentielle — dans le cas du courant contmu (cf.

[19], P- 30).

T coé<p X 1 sin ¢
i)~ BeE Tt ST

et par e, et eq, des facteurs de courant alternatif, ne dependant
que de yr et ayant la dimension- zéro

(52) & ==+ el
(2-53) eg =2—(1 + Y)Y,
(2-54) o s2a - ep = 3.

Ces facteurs — représentés par leurs vecteurs complexes
dans la figure 2, en fonction de la distance numérique

(2-55) IYIr =]/mow .7

—, étant indépendants de I'azitut ¢, permettent de condenser
dans les deux courbes correspondantes de la figure indiquée
toutes les propriétés du champ E. On voit ainsi que, d’une
maniére générale, le champ électrique du dipéle alternatif est —-
en intensité — du méme ordre de grandeur que le champ du
dipéle continu ayant, une puissance d’égale amplitude.

’
-
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ES

A grande distance, fa composante tangentlelle devient dou-
ble, la composante radiale la. moitié de la'grandeur correspon-
dante du c. continu.. Les déphasages, plus considérables a dis-
tance numérique relativement faible, disparaissent sur une cer-

taine suite de cercles —-dont le premler a pour rayon environ |

1= 2,7 — définis par

(2-56) Ime, =Imeg =o0;
© " (Im = partie imaginair,e) \
\

sur ces cercles le champ electrlque est donc completement o ©

polarisé,
- De méme, les dephasages s’annulent 4 grande distance

-numérique. Grosso medo, le champ alternatif est plus intense

que le champ continu dans la direction oy, perpendiculaire au
dipdle, moins intense sur le prolongement, ox'de I’émetteur.

En général, Pextrémité du vecteur électrique en un point
donné décrit—au cours d’une alternance-du courant —une
ellipse dont les différents éléments sont accessibles aux déter-
‘minations expérimentales. Ainsi, M. v. LUDWIGER [20] a pu
tracer — 4 la suite des mestres effectuées autour d’un émetteur
trés court (25 m.) sur un terrain considéré comme homogéne —
des lighes d’égale ellipsité - (ellipsité = rapport des longueurs
des axes), des lignes d’égal grand axe et des lignes d’égal dé-
phasage du grand axe de I’eHipse électrique. Ses résultats, sur
lesquels nous reviendrons plus en détail dans la suite, nous
ont incité & présenter ici le tableau des mémes quantités ‘cal-
culées & partir des expressions théoriques (2-50), ce qui per-

mettra une confrontation immédiate avec les faits d’expérience.

Nous nous bornerons dans ce qui suit 4 rappeler le principe
de ces calculs élémentaires; dont on retrouvera plus loin I’ana-
logue exact pour Dellipse des composantes magnétiques hori-
zontales. !

Si, dans un systéme d’axes rectangulaires o7, op les compo-
santes complexes d’un vecteur alternatif V- sont

(2-57)  V.=p+ig,  Ve=P+iQ,

s
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leur expression ey fonction du temps est
(2-58) ~ V,=pcoswi—gsin of, Ve =P cos wt—Qsin wt.

Le carré du grand (petit) axe de Dellipse décrite par. I'extrémité
du vecteur V est le maximum (m1mmum) du carré de la longueur
de ce vecteur

(2-59)
V,2

R\

P pt—2 (PQFpg)wt (QF+ 47w

(w = tg wt) i

Ce maximum (minimum) a lieu au temps ¢ défini par

__ 2(PQ+pg)
(2-60) tg 20t = O —

et sa valeur est

@6
m_ VIZ (P -+ P2+ Q) £/ (P + P+ PP+ Q) —(Pg—Qp)*

Si-—au lieu de t—on prend comme paramétre duxiliaire
I’angle % de I’inclinaison instantanée du vecteur V sur I’axe or:

V(D P o Qw

2-62 TR s =

(2-62) B W s

on trouve que le maximum (minimum) a lieu pour
2 (PP + Q)

(2-63) . g 2a _P2 + P —Pr— Qz

équation qui définit la direction des axes ‘de Pellipse. Enfln
1elhps1te & rapport du petit axe au grand axe, se calcule faci-
ement en posant

_ i g 2 (Pg—Qp)
(2-64) Bt sin L= Qi el

Dans le-cas du dipdle, les quantltes b, ¢, P, Q dépendent d’une
maniére simple de I'azimut ¢, tandis que leur relation avec 7 .
4 .
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est beaucoup plus complexe. Ainsi, par exemple, pour le champ -
électrique, on peut poser

(2-65) & = Po + iq, ep =Py +1Q,,
20> 90> Py, Qo étant uniquement fonctions de 7. Si I'on désigne
par E; un facteur réel défini par '

(2-66 2) By =——— — \

on : [cf. 2-50, 51] |

(2-66 b, ¢) E, =2E, (po+ig))cos ¢, Eq=E, (Py+iQy)sin¢

3 e ‘I I 4 - - ! b
et les formules générales précédentes sont immédiatement

applicables si ’on prend A S
p =E;.2p,cos ¢, g="F;.2¢cos ¢,
(2-67) I
: . P =B, Pysin'p;, . Q=E;.Qqsin p.

" On trouve ainsi pour toutes les quantités précitées, des'
variations 4 allure simple le long des cercles = const.
Pour les ellipsités g du champ électrique horizontal on a

28 _ 4 (Py g0 — Qopo) 5, , (5=1g ¢).
1482 (Be?+Q?) 22+ 4(20" + 0*)
Le maximum de g, donc de sin p, sur un cercle # = const. a
lieu pour ‘ '

2-68) sinp =

2+ @° :
P T Q%

Sur un tel cercle la tangente de 'azimut du maxdmum d’el-
lipsité est donc égale au double du rapport des modules le,] -
et |eg|. D’apreés (2-63), cet azimut est aussi celui oti les axes

(2-69) - s=2

de 1’ellipse. él—.ectrique font ‘des angles de —E avec le rayon 2

Iorigine. Quant 4 la valeur de ce maximum, on vérifie facile-

ment qu’il est égal a tg[3

2

, olt B et & désignent les angles de
phase: de ¢ et eg. '

0

1
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La figure 3 présente les lignes d’égale ellipsité — obtenues
par interpolation graphique. Ce sont des courbes toujours fer-
mées, situées i Pintérieur des zones délimitées par les axes et
les cercles de concordance de phase (2-56). Le maximum absolu
de l’ellipsité a lieu dans la premiére zone (x < 2, 7) et est égal
4 environ 0,36, pour I'azimut ¢ ~ 38, Les valeurs maxima
de g dans les autres zones sont trés faibles et décroissent d’ail-
leurs lorsque #.croit. Pratiquement, on peut considérer que le
champ électrique est en phase avec le courant de I'émetteur
dés que # >2,7. '

~ Les lignes d’égale valeur maxima du champ electrlque
horizontal — multipliée par un coefficient constant approprié,
“nécessaire au rétablissement de 1’homogénéité — sont, tracées
dans la figure 4. Remarquer I'allongement des lignes suivant oy.

Ainsi qu’on I'a vu précédemment, les composantes électri-
ques horizontales 4 la surface du sol présentent la particularité
d’étre expr1mab1es au moyen des fonction analytiques élémen-
taires. Il n’en est pas de méme de la composante verticale L,
dont la valeur en tout point de la surface est ,__deflme par des
fonctions cylindriques. Il s’agit ici, évidemment, de la compo-
sante E; du coté de I'air, puisque 4 'intérieur du sol et au
voisinage immeédiat de la surface, E. est 1dent1quement\ nulle.

Dans lair (cf. 2-10)

(2-70) E:=—i0A, + ;I—% F i, ( fh;roA) )
o l'on demgne prov1s01rement par o, une conductivité tres
faible de l’air que I'on fera tendre vers zéro en méme temps
que div A.

Or, 4 la surface du sol, le'terme indéterminé de (2-70) a une
valeur imposée par la continuité des grandeurs E., E,;, A; pour

& =o.[cf. (2-45)]

(divA)“"' (divA)‘ ¥ .
= . ——xT“ b
Gy Ja,=0 G
et le prolongement harmonique de cette quantité dans lair

AN

q
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Fig. 3.— Lfgnes d’égal rapport des axes (ellipsité) dz Pellipse de polarisation .
.électrique horizontale.
. . . Lieu des maximums d’ellipsité sur les cercles u# = const.

¢
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est évidemment

G-71) ’(de) =2 2 R-s,
> Gp=0

Oy o

On vérifie de suite que le terme correspondant de (2-70) est
nul pour z = o, et I’on a simplement (2 la surface du sol)

(2-72) 0 Er=—inA,

ou, en vertu de- (2-40)

(2~73) E, = ziwcos 71 L, K, .
y Lorsqu’on s’approche de Iorigine, par suite de (2-41)
(2-74) E, ~ iwcos ¢ .77,

E. croit plus lentement que les deux autres composantes
du vecteur électrique et arrive & étre négligeable par rapport
a elles; le champ électrique devient horizontal, parell a celu1
du cas stationnaire. °

Par contre, a grande distance numérique, en vertu de*(2-35),
(2-75) E, ~2i0ylcospr=2
décroit plus. lentement que les composantes horizontales; le
champ électrique se réduit peu & peu 4 sa projection verticale,
phénomeéne caractéristique de 1’état variable envisagé.

'Dans le diagramme Vectoriel de la figure 2, E, a été repré-
sente par son rapport e, a la cornposanté radiale E,, du cas
stationnaire (en courant continu-E,.; étant nulle, ne peut pas
servir comme terme de comparaison). On pose

. = ot MR
(2276)F Bt =FE7.%ns | ‘e 4711(21)K (27‘)

ce qui permet encore de synthetlser sa variation par une courbe
unique.

En prospection electnque, st 'on excepte les mesures effec-
tudes avec les fréquences trés élevées de la Radioélectricité,
cette composante verticale ne semble pas avoir fait I'objet
d mvestlgatlons suivies; vu sa faible atténuation en fonction

de la distance, il serait intéressant que de pareilles mesures
fussent également entreprises au moyen des basses fréquences
des méthodes géoélectriques ordinaires. g

'



i 43 . 11. Composantes électromagnétiques 4 la surtace du sol.

~

La tableau numérique I donne la partie réelle et la partie
imaginaire des quantités e,, e, e, pour des valeurs de u com-
prises entre o et 4.

’ TABLEAU I
Partie réelle et partie imaginaire des facteurs électriques
de courant alternatif er, €g, ez

u er g ex
Re. : Trok =l = #RE Im. Re. Im.

o 1,000 o 1,000 ° .0 6 i %o
0,1 0,999 — 0,009 1,002 0,018 0,0001 " — 0,010
0,2 0,994 ~— 0,033 1,012 0,065 | —0,0016 -+0,039
0,3 0,982 — 0,065 1,037 0,131 | ——0,006 — 0,087
| 0,4 0,961 —o,103 1,077 0,205 | — 0,017 —O0,I51
0,5 0,933 —0,I4I 1,134 0,282 | —o0,035 —o0,229
0,6 0,808 — 0,177 1,204 0,354 | —o0,061 —0;318
0,7 0,857 —o,208 1,287 0,416 | —o0,097 - — 0,416
0,8 0,811 —o0,233 1,377 0,467 | —0,143 —0,519
0,9 0,764 —o,252 T2 0,504 | —o0,199 -—0,626
1 0,716 —o0,263 1,569 0,526 | —o0,264 —o0,735
1, 0,668 —o0,267 1,664 0,534 | —0,337 —0,843
1,2 0,623 —o0,265 1,754 0,529 | —0,418 —0,949
1,3 0,581 —o0,256 1,837 0,513 | — 0,505  ——1I1,052
’ 14 0,544 —0,243 1,913 0,486 | —o,597 —I,I5I
Toi5 0,510 —0,226 1,979 0,452 | —0;693 —1,246
1,6 0,482 — 0,206 2,035 0,412 | —o0,792 —1,336
, 1,7 0,459 —o0,184 2,082 0,368 | — 0,802 —1,421
1,8 0,441 — 0,161 2,116 0,321 [ —0,993 —I,50I
1,9 0,427 —0,137 2,145 0,275 | — 1,093 -—1,577
L 2) 0,418 —o,114 2,164 0,228 | —1,192 — 1,649
2,2 0,411 —0,072 2,179 o144 | —1,385 —1,783
2,4 | 0,414 . — 0,037 2,171 6,073 | —1,570 — 1,908
2,6 0,425 -— 0,010 2,149 0,020 | — 1,744 —2,026
2,8 0,440° 0,009 2,120 —O0,017 | — 1,009 —2,143
3 0,456 0,020 2,088 —o,040 | — 2,067 —2,261
3,2 o470 " 6,025 2,059 —o0,050 | —2,216 —2,381
3,4 0,483 0,025 2,035 —o0,051 | —2,360 — 2,503
3,6 0,492 0,023 2,015 —0,046 | —2z,502 — 2,629
: 3.8 0,499. . 0,019 2,002 —o0,038 | —2,642 — 2,760
A 0,504 0,015 1,093 —o,030 | —2,782 —2,893

&
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10. Champ magnétique & la surface du sol.— Par opposition
avec le vecteur €lectrique, c’est la composante magnétique ver-
ticale qui s’exprime au moyen d’exponentielles:

@) Be=—T —asinort Gty ey et
— formule deja indiquée par FOSTER et nous-méme (loc. cit: ) —
“et ce sont les composantes horizontales de H qui se définissent
au moyen des-fonctions de BESSEL et de HaNkEL. Comme pour
le champ électrique, on peut représenter la variation de H,. au
moyen d’une courbe unique (fig. 5) donnant le rapport 4. de H.
a'la composante He. du dipdle stationnaire d’égale amplitude

[19, p- 35]

M == s s H, =-—sing.r 2,
(2-78)
b = 27t [3— (3 + 377+ Y1) e,

A- petite distance numérique, on retrouve la valeur du cou-
rant continu; & grande distance numérique .
¥ 13

(2-79) A Hz ~ t=R-grhupn o=t ;

H; s’évanouit comme la puzssance ‘quatriéme de l’mverse de. la
distance. N :

Partant de lexpressmn (2-—40) du potentlel vecteur A, 2
la surface. du sol on trouve immédiatement la composante
horizontale paralléle au dipéle ‘ ‘

(2-80) H,= %ﬁ = sin gcos o 72 [yr (L,K,—IKy) +8 LK,]. :

. \ \ ;

Enfin, la composante - horizontale perpendiculaire & Ié-
metteur s’écrit —en vertu des expressions générales (2-16, 17)
et de I'éq. (2-8¢) — '

_9A, " 0A, e &qQ  ( é P
o) By= =S| 2 S (2 )a}

4

i
i

’

~
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'
&

A

- Pour z=o,g—§=oet——en vertu de (2-24) —

\

(2-82)

a2 ) Tap P
H, = @5 [LK, + LKy] '

= sin 2¢ yr— (I,K; — LK,) 4 (8 sin%p—2) 2 LK, .

‘Comme pour le champ électrique, on obtient des expres-
sions & variation azimutale simple par le passage aux coordon-
nées cylindriques.

La composante radiale
(2-83) H, =H,cos ¢ 4 H,sin ¢ \

S =sin ¢ .72 [yr (LK, — LK) + 6 K]

i

~

se réduit pour les petites valeurs de 7 & 'expression
(2-84) - . H, ~sing.r?

du courant continu. A grande distance numérique —en em- -
ployant des termes supplémentaires dans les développements
semi-convergents dont les premiers termes figurent dans (2-33)—
on obtient

(2-85) H, ~4sing.y" 173,

On ‘trouve donc, comme pour les composantes électriques
" horizontales, une décroissance suivant Pinverse du cube de la
distance a ['émetteur.

La composante tangentielle

(2-86) He = —H,sin ¢ + H, cos ¢
=—2cos ¢. 72 K, =7-1A,

prend également au vmsmage de l’orlglne —en vertu de- (2-41) —
sa valeur :

t

(2-87) Hg, = —cos ®. 758

du cas stationnaire. Lorsqu’on s’élmgne beaucoup du dipdle

(2-88) . Hcp ~—2 cos Q. 7—1 Tah
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Fig. 5. — Diagrammes complexes des facteurs magnétiques
de. courant alternatif Ay, hq,, hz, en fonction de la distance
' numérique % =]y |7/2.
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10. Champ mag.nétique;/ d la surface du sol. 45

la décroissance a encore lieu suivant I'inverse du cube de la
distance, mais Pamplitude n’est plus que la moitié de celle de
la composante radiale (remarquer les circonstances inverses'
pour le champ électrique). Comme au voisinage de l'origine,
il y a de nouveau — & grande distance — concordance de phase -
des deux composantes H, et Hy — mais avec un déphasage

T SN - . :
commun dezpar rapport au courant de 1’émetteur. On peut

facilement prouver que dans cette zone, en vertu des relations
(2-85) et (2-88), la direction de la projection horizontale du
champ magnétique en un point M fait avec le rayon OM (f1g 6)

unangle B déterminé parI'égalité 5
: 4

(2-89) - tgp == cot o,

ce qui est équivalent a la rela- =<8
tion géométrique suivante: i

La perpendiculaire élevée »#
sur OM au point Q défini par #
‘ 20Q =QM .
coupe I’axe oy en un point P; PM est la direction du champ
magnétique horizontal dans la zone asymptotique. Dans le cas
stationnaire, ou au voisinage de I’origine en courant alternatif,
‘ le point Q est le milieu de OM.

Lés diagramines vectoriels de la figure 5 représentent les
rapports h,, ho et h; avec les grandeurs correspondantes du cas
stationnaire .

(2-90) H, =Hy. by, b= y7 (LK, — LK) + 6 IK,,
(z-91) Ho=Hg,. hp; ho=21LK,,
(2-78) H; = H . By * =2yt =Gt 3m +ere T,
[kd

2

Fig. 6. 1

en fonction de la distance numérique % =
-~ (]

La figure 7 montre les courbes d’égale ellipsité* de la com-
posante magnétique horizontale, calculées d’aprés les régles
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